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РАСЧЕТ ГРАНИЦ ИЗОМОРФНОЙ СМЕСИМОСТИ В 
СИСТЕМЕ Ln3[M]2M3O12 – Ln3[Sc]2M3O12 (Ln = La-Lu,Y; M = Ga, Al) 
Г.М. Кузьмичева, профессор; А.А. Саттарова, студент 
кафедра Физики и химии твердого тела 




азработан способ расчета границ твердого раствора в системе Ln3[М2]M3O12 − Ln3[ScyМ2-y]M3O12 (Ln = 
La − Lu, Y; М = Ga, Al), работоспособность которого подтверждена экспериментальными данными.  
The method of solid solution calculation in the system Ln3[М2]M3O12 - Ln3[ScyМ2-y]M3O12 (Ln = La-Lu, Y; 
М = Ga, Al) has been developed. The theoretical model has been confirmed by experimental data. 
Ключевые слова: твердые растворы со структурой граната, расчет кривой солидуса. 
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Соединения со структурой граната кристал-
лизуются в кубической сингонии (пр. гр. Ia3d, 
z=8) и имеют составы {А2+3}[В3+2](С4+3)O12 или 
{А33+}[В23+](С33+)O12, где фигурными, квадрат-
ными и круглыми скобками обозначены катио-
ны, занимающие, соответственно, додекаэдри-
ческие (КЧ=8), октаэдрические (КЧ=6) и тетра-
эдрические (КЧ=4) позиции (КЧ – координа-
ционное число) (рис. 1).  
 Рис. 1. Сопряжение координационных 
полиэдров в структуре граната. 
 
Наличие в структуре трех катионных не-
эквивалентных позиций позволяет путем изо-
морфных замещений получать большое число 
композиций, обусловливающих многообразие 
физических, химических и механических 
свойств. Однако специфика строения данных 
соединений и их, как правило, неконгруэнтное 
плавление приводит, в большинстве случаев, к 
несовпадению составов расплава и кристалла, с 
одной стороны, и к перераспределению компо-
нентов по кристаллографическим позициям 
структуры, с другой. Это, естественно, будет 
оказывать влияние на структурнозависящие 
свойства. Так, например, возможность исполь-
зования данных соединений в качестве лазер-
ных матриц требует больших межатомных рас-
стояний между ионами−активаторами (а отсюда, и 
больших параметров элементарной ячейки), что 
обеспечивает отсутствие их взаимодействия и, 
как следствие, меньшую величину концентра-
ционного тушения люминесценции (КТЛ). 
Отсюда следует, что переход от соединений 
Ln3M5O12 к соединениям Ln3Sc2M3O12 (Ln = 
La−Lu, Y; M = Ga, Al) с rSc>rM (r − радиус 
катиона) должен уменьшать величину КТЛ. 
Однако потенциальная возможность нахожде-
ния ионов Sc в додекаэдрических и окта-
эдрических позициях кристаллической струк-
туры с образованием твердых растворов вида 
{Ln3-хScх}[ScуM2-у](M3)O12 (rSc<rLn) должна при-
водить к уменьшению параметра элементарной 
ячейки, а отсюда и к большей величине КТЛ по 
сравнению с ожидаемым значением. 
Экспериментальное изучение соединений со 
структурой граната в системе Ln2O3−Sc2O3−М2O3 по-
казало [1], что твердые растворы Ln3[ScyGa2-y]Ga3O12 
существуют до ymax=1.73 и ymax=1.27 для Ln = 
Gd и Y, соответственно, и Gd3[ScyAl2-y]Al3O12 
до ymax=1.89, а далее по мере увеличения 
содержания Sc образуются твердые растворы 
{Ln3-xScx}[ScyM2-y]M3O12. Отсутствие экспери-
ментальных данных для других сочетаний ком-
понентов в указанной системе приводит к необ-
ходимости либо получения всех композиций 
для нахождения величины ymax при всех 
сочетаниях Ln и M, что представляется весьма 
трудоемким технологическим процессом, либо 
оценки этой величины расчетными методами. В 
последнем случае наиболее подходящим представ-
ляется детально представленный в работах 
В.С. Урусова [2, 3] метод расчета границ изо-
морфной смесимости компонентов, который 
показывает хорошее согласие с экспериментом 
и для простых, и для сложных систем. 
Цель данной работы: разработка мето-
дологии и расчет границ твердых растворов 
{Ln3}[ScyM2-y](M)3O12 (Ln = La−Lu, Y; M=Ga, 
Al) со структурой граната. 
Результаты и их обсуждение 
Расчет границ изоморфной смесимости, или 
расчет границ твердых растворов, изовалентных 
соединений в бинарных системах x1ApXq – 
Р 
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x2BpXq основан на определении изменения энергии Гиббса [2]:  
ΔGсмеш=ΔНсмеш − ТΔSсмеш, (1) где ΔSсмеш и ΔНсмеш – изменение энтропии и энтальпии смешения, соответственно. От 
соотношения величин ΔНсмеш и ТΔSсмеш зависит образование непрерывных (при ΔGсмеш < 0), ограниченных твердых растворов или 
отсутствие растворимости (при ΔGсмеш > 0 во всем интервале концентраций. 
ΔSсмеш=ΔSконф+ΔSкол, (2) где ΔSконф и ΔSкол − конфигурационная и колебательная составляющие энтропии смеше-
ния, соответственно. 
ΔSконф = Rгаз(x1lnx1+x2 lnx2), (3) где Rгаз – универсальная газовая постоянная, xi – состав твердого раствора: x1+x2=1; 
ΔSкол = 2.725х1х2 (R/R)2, (4) 
где R/R – размерный параметр, в котором 
величина R –рассчитанные  
R = x1rA + x2rB + rХ, (5) ΔR = rA – rB (6) 
rA и rВ – радиусы взаимозамещающих катионов, 
rХ – радиус общей структурной единицы Х) или экспериментальные  
R = x1RA-X + x2RB-X, (7) ΔR = RA-X - RB-X (8) межатомные расстояния.  
В ряде случаев размерным параметром 
может быть величина  
a/a  (9) 
(a = x1a1 + x2a2,Δa = a1-a2) (10) где a1 и a2 − параметры элементарной ячейки, соответственно, ApXq и BpXq). ΔНсмеш=х1х2(ZА(В)ZХm)[289.7(Δε)2/R+
+cn(R/R)2], (11) 
где ZА(В) и ZХ − формальные заряды катиона А(В) и аниона Х, m = p + q – сумма фор-
мульных коэффициентов; n – координационное 
число катиона А(В); Δε – разница степеней ион-
ности соединений ApXq и BpXq; с – параметр, зависящий от характера химической связи [2]. 
Абсолютная максимальная температура рас-
пада твердых растворов (величина Тм) рас-считывается, исходя из теплоты смешения (ве-
личина Qсмеш) по формуле: Тм = Qсмеш/(2Rгаз), (12) где Qсмеш = cmnZA(B)ZX(ΔR/Rmin)2, Rmin – минимальное рассчитанное или эксперимен-
тальное межатомное расстояние, или минималь-
ный параметр элементарной ячейки в системе.  
Данный метод расчета границ твердых 
растворов был разработан, в основном, для 
бинарных соединений. Возможность оценить 
теплоты смешения для соединений сложного 
строения, к которым относится и структура 
граната, затрудняется определением размерного 
параметра R/R. В частности, в работе [2] 
приводится расчет пределов изоморфной смеси-
мости сложных оксидов, состав которых сво-
дится к «псевдобинарным» соединениям. В 
этом случае общая структурная единица, кото-
рая без изменения переходит из одного соеди-
нения в другое, заменяется «псевдоатомом» − Ψ, 
описывающимся сферой определенного радиуса 
и формального заряда (ФЗ). Например, в системе 
CaCO3 – MgCO3 твердые растворы (Ca1-yMgy)СO3 со структурой типа CaCO3 могут быть описаны в виде (Ca1-yMgy)2+Ψ2- [2], в системе Mg2SiO4 – 
Ca2SiO4 твердые растворы [CaxMg1-x]2+(Mg2+)(SiO4)4- со структурой типа Mg2SiO4 (оливин) как 
(CaxMg1-x)2+(Mg2+)Ψ4- [2], в системе Bi12SiO20 – 
Bi12MnO20 со структурой силленита –  
(MnxSi1-х)4+(Bi3O5)41-(MnxSi1-х)4+Ψ41- [4]. Подобный подход неприменим для соеди-
нений со структурой граната из-за отсутствия в 
ней тривиальной структурной единицы. Для оцен-
ки величины ymax, т.е. предельного содержания атомов Sc в твердом растворе Ln3[ScyM1-y]2M3O12 системы yLn3Sc2M3O12 – (1−y)Ln3M2M3O12 до начала перераспределения его по двум неэк-
вивалентным позициям структуры, мы перешли 
от состава Ln3[ScyM1-y]2M3O12 к составу  
(ScyM1-y)23+Ψ32- (Ψ2- = (LnMO4) − «псевдоанион», 
рис. 2), для которого m=5, n=6, Z(Sc,M)=3, Z= 2 
(cм. формулу (11) и пояснения к ней).  
3 
 Рис. 2. Общая структурная единица Ψ2- = (LnMO4)2-. 
 Отсюда, согласно (6), величина ΔR = rScVI − 
rMVI (rScVI и rМVI – ионные радиусы катионов Sc и M для координационного числа 6 [5]) и 
формула (5) принимает вид: 
R = y (rScVI + RLn-O) + (1-y) (rMVI + 
+RLn-O), (13) 
где RLn-O и RLn-O – теоретические межатомные расстояния между Ln и O для Ln3Sc2M3O12 и 
Ln3M2M3O12, соответственно.  Для определения значения параметра с 
необходимо знание степени ионности (величина 
ε) соединений, по которой можно оценить 
величину с, пользуясь известной зависимостью 
с=f(ε) [2, 3] для бинарных соединений. 
Величина εi была рассчитана отдельно для каждой связи Ln−O, Sc−O, M−O по формуле [3]: 
εLn(Sc,M)-O = Δχ2/(IOV – FOV + IVLn(Sc,M) 
– FVLn(Sc,M)) 
(14) 
где Δχ – разность электроотрицательностей 
катионов Ln (Sc, M) и О [5]; IiV – потенциал 
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ионизации кислорода (О) и катионов Ln (Sc, M) 
[6], FiV – сродство к электрону кислорода (О) и катионов Ln (Sc, M) [6]. 
Затем величина ε была рассчитана как 
среднеарифметическая (с учетом формульных 
коэффициентов) (табл): 
ε= (3εLn-O + 2ε(Sc,M)-O  + 3εM-O)/8, (15) Рассчитанные по формуле (14) степени ион-
ности ε хорошо согласуются с расчетами по дру-
гим формулам (см. напр. [2, 3] и с эксперименталь-
ными данными (~ 44%), причем при значениях ε 
= 46 – 51 % величина с= 104.8 кДж/моль, согласно [2]. 
Таблица. Рассчитанные величины степени ионности (ε) и Δε для соединений 
Ln3M2M3O12 (M = Sc, Ga, Al). 
Характеристика Ln3Ga2Ga3O12 Ln3Sc2Ga3O12 Ln3Al2Al3O12 Ln3Sc2Al3O12 
ε 46 50 47 51 
Δε 4 4 
 
Расчет величины ТМ приводит к реальным 
значениям при Rmin = RLn-O (RLn-O  RLn-O), соответственно, для Ln3[ScyGa2-y]Ga3O12 и 
Ln3[ScyAl2-y]Al3O12 (все обозначения величин даны в пояснении к формулам (11) и (12)). В 
частности, для системы Gd3[ScyGa1-y]2Ga3O12 ве-личина Ткр=2475К при ΔR =0.13 Å и RLn-M = 
3.518 Ǻ. Заметим, что используя в качестве гео-
метрического фактора параметры элементарной 
ячейки (формула (9)), мы получаем нереально 
низкие значения величин (в частности, ТМ ~ 
465 К для Gd3[ScyGa2-y]Ga3O12), невозможные для рассматриваемых нами систем.  
Далее по формулам (1) – (12) рассчитываем 
ΔНсмеш и пределы изоморфизма при разных температурах. 
Интересно, что параметр m для редкоземель-
ных скандий – галлиевых гранатов равен 5 
(псевдобинарное соединениевида [ScyGa1-y]23+Ψ32-), а в случае с редкоземельными скандий – алю-
миниевыми гранатами хорошая сходимость экспе-
римента с расчетом наблюдалось при m=2.5 
(псевдобинарное соединение [ScyM1-y]3+Ψ1,52-). Аналогично, в системе твердых растворов Fe2O3 
– Al2O3 параметр m рассчитывался как для сис-темы FeO1.5 – AlO1.5 [2]. Уменьшение параметра 
m в два раза было использовано в работе [2] с 
целью искусственного уменьшения теплоты  
смешения, что и в нашем случае.  
На рис. 3 – 5 представлены кривые солидуса 
для твердых растворов  
Gd3[ScyGa2-y]Ga3O12 (рис. 3),  
Gd3[ScyAl2-y]Al3O12 (рис. 4),  
Y3[ScyGa2-y]Ga3O12 (рис. 5). Для твердых растворов Gd3[ScyGa1-y]2Ga3O12 
(рис. 3) и Gd3[ScyAl1-y]2Al3O12 (рис. 4) экспе-риментальные и теоретические данные хорошо 
согласуются друг с другом, чего нельзя сказать 
о системе Y3[ScyGa1-y]2Ga3O12 (рис. 5). Это может быть обусловлено возможным вхожде-
нием атомов Sc в додекаэдрическую позицию и 
упорядочением атомов Sc и Y в этой позиции, 
как найдено для {Y2.93Sc0.07}[Sc1.36Ga0.64]Ga3O12 
[7] (подобной причиной было объяснено 
несоответствие теории и эксперимента для сис-
темы MgCO3−CaCO3 [2]). Частичное вхождение ато-мов Sc в позицию Ln с последующим упорядо-
чением будет зависеть от разницы их размеров: 
чем она меньше, тем более вероятен этот процесс. 
Отсюда твердые растворы Ln3[ScyGa1-y]2Ga3O12 можно разделить на две подгруппы: с Ln = La – 
Gd и с Ln = Tb – Lu, Y), для которых зависимость 
пределов смесимости от радиуса Ln в додекаэдри-
ческой позиции структуры  (rLn) будет соответ-ственно ymax = 0.252rLn + 1.497 (16) и ymax = 
0.252rLn + 1.108 (17) (рис.6).  
 
 Рис. 3. Рассчитанная кривая солидуса в системе Gd3Sc2Ga3O12 – Gd3Ga2Ga3O12:  
1 – теоретический расчет, 2 – экспериментальные данные. 




Рис. 4. Рассчитанная кривая солидуса в системе Gd3Sc2Al3O12 – Gd3Al2Al3O12: 






Рис. 5. Рассчитанная кривая солидуса в системе Y3Sc2Ga3O12 – Y3Ga2Ga3O12: 





Рис. 6. Зависимость величины умах от радиуса редкоземельного элемента (rLn) твердых растворов 
Ln3[ScyGa2-y]Ga3O12: 1 – теоретический расчет, 2 – экспериментальные данные. 
 





Рис. 7. Зависимость величины умах от радиуса редкоземельного элемента (rLn) твердых растворов 
Ln3[ScyAl2-y]Al3O12: 1 – теоретический расчет, 2 – экспериментальные данные. 
 
Зависимость y=f(rLn) для систем: 
Ln3[ScyAl1-y]2Al3O12 (Ln = Sm – Lu, Y) 
выражается уравнением: ymax = 1.983rLn –0.171 
(18) (рис. 7).  
Хорошее согласие теории с экспериментом 
является подтверждением работоспособности 
выбранной модели расчета. Таким образом, 
рассчитанные пределы изоморфной смесимости 
компонентов в октаэдрической позиции систе-
мы Ln3[ScyM1-y]2M3O12 (M = Al, Ga) для всего 
ряда Ln позволяют направленно получать 
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